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Szabadka, 2015. aprilis 8-12.

SZABADKA 2015 BOLYAI TGK X. évfol yam

1. A XXIV. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny tiszteletére Frici rajzolt
Szabadka foterére egy 24 oldalu szabalyos sokszoget. Hany olyan egyenlé szard
haromszoget rajzolhatna, amelynek minden csicsa ennek a sokszognek egy
csucsa, és minden oldala ennek a sokszdgnek egy atlgja?

2. Ha x,y,z €[-3,5], akkor igazold, hogy

J5X—3y —xy+15 + /5y —3z—yz +15 + /52 —3x — xz +15 <12.
Mikor allhat fenn az egyenldség?

3. Hany olyan egyenlészaru trapéz létezik, amelynek a kerulete 2015 és az
oldalak mérészama egész szam?

4. Hatarozd meg mindazokat az a valds szamokat, melyekre az
ax’ +(1-a*)x—a>0

egyenlétlenség egyetlen X megoldasara sem igaz, hogy |X| >2.

5. Oldd meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan:

v 1 |
2X—57—-2-4/x-55 =1-x|.
+x—54—2~\/x—55|| |

6. Egy konvex négyszoget atloi négy haromszogre bontanak. Ha mind a négy
haromszdg teriletének a mértéke egesz szam, akkor végzodhet-e 2015-re a négy
terilet mértékének szorzata? Lehet-e ez a szorzat olyan egész szam, amelynek
utolsd négy jegye 2015, azaz lehet-e t -t,-t;-t,=...2015, ha t,t,,t;,t, jeldli a
haromszogek tertleteinek mértékét?

A feladatok kidolgozasara 240 perc all rendelkezésre.

JO6 munkat!



A XXIV. NMMV FELADATAINAK MEGOLDASAI - X. évfolyam

X/1. A XXIV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny tiszteletére Frici rajzolt
Szabadka foterére egy 24 oldalu szabalyos sokszoget. Hany olyan egyenlo szaru
haromszoget rajzolhatna, amelynek minden csicsa ennek a sokszognek egy
csucsa, és minden oldala ennek a sokszognek egy atloja?

(Erdds Gabor, Nagykanizsa, Magyarorszdg)

Megoldas: Rogzitsiik az egyik csucsot, legyen ez a szarak metszéspontja. Szamozzuk
meg a cslcsokat gy, hogy ez legyen az 1-es, a szdmozas pedig az Oramutato
jarasanak megfeleld irdnyban folyamatos. A szomszédos csticsok nem lehetnek a
haromszdg alapjai, mert akkor a haromszdg 2 oldala nem atl6 lesz, hanem oldal. De
minden, az 1-es csucsbol induld atlora merdleges atlo igen. Ilyenek: 3-bol a 23-ba, 4-
bél a 22-be, 5-bél a 21-be, ..., 12-bdl a 14-be. llyen atlébol 10 darab van. Ugyanez
elmondhaté minden csucsra, igy kapunk 24-10=240 haromszdget. Mit szamoltunk
tobbszor? A szabalyos haromszdgeket, azokat mindharom csucsuknal megszamoltuk.
Mivel ilyen haromszogbdl 8 darab van (pl. az elébbi szamozas szerint az 1, 9, 17
csucsok altal alkotott haromszdg, illetve ennek elforgatottjai), igy ezeket haromszor
szamoltuk, tehat kétszer ki kell vonni oket. A megfelelé haromszogek szama tehat
240-2-8=224.

X/2. Ha x,y,z €[-3,5], akkor igazold, hogy

J5X—3y —xy+15 + /5y —3z— yz +15 + /52 - 3x —xz +15 <12.
Mikor allhat fenn az egyenléség?

(Kovécs Béla, Szatmarnémeti, Erdély)

Megoldas: A gyokjelek alatti kifejezések szorzatta alakithatok:

JX+3)(BE-Y) +(y+3)(5-2) +4/(z+3)(5—x) <12.
A feladat feltétele miatt az x,y,z valés szamokra teljesil, hogy x+3>0, 5-x>0,
y+3>0,5-y>0, z+3>0 és 5—z>0, tehat a gyokos kifejezések értelmezettek.
Alkalmazzuk mindegyik gyokos kifejezésre a szdmtani és mértani kozéparanyosok
kozotti 0sszefuggést. Ekkor

S 3Gy < Y
~/(y+3)(5—z g%,
JZ+36B-x) SLZ‘E’_X

Osszeadva a fenti egyenlétlenségeket megkapjuk a bizonyitandd egyenlétlenséget,
azaz

Jx+3)(E-y) +(y+3)(5-2) +/(z+3)(5-X) <
X+3+5-y y+3+5-z z+3+5-x 24
< + + =—=
2 2 2 2
Egyenldéség akkor all fenn, ha a zardjeleken beliil levo kifejezések megegyeznek, azaz
ha x+3=5-y, y+3=5-z és z+3=5-x, ez pedig az x=y=z=1 eset.
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X/3. Hany olyan egyenldszara trapéz létezik, amelynek a kerilete 2015 és az
oldalak méroszama egész szam?
(Szab6 Magda, Szabadka, Vajdasag)

I.Megoldas: Legyenek az oldalak rendre a,c,b,c, ahol a,b,ceZ" és legyen a>b.

Ekkor érvényes az a<c+b+c egyenlétlenség és a feladat feltétele alapjan
- a+b+2c 2015

2 2
Az a valamely rogzitett értékére az {1,2,3,...,1007} halmazbol a b értéke barmely

a-nal kisebb érték lehet, de paritasban kiilonbozéek kell hogy legyenek. Ennek

alapjan a lehetdségek szama {E] ekkor a c értéke egyértelmii és a trapéz is

egyértelmiien meghatarozott az oldalaival. A trapézok keresett szama:

1007 )
ZB}:0+1+1+2+2+---+502+502+5o3+503=2-504 203

a=1

=253512.

I1.Megoldas: Jelolje a a trapéz révidebb alapjat, ¢ a szarakat, a hosszabb alap pedig
az abra alapjan legyen

b+a+b=a+2b.
Ekkor 2a+2b+2c =2015, ahonnan

a+b+c=1007.5.

Mivel b<c és a,ceZ", vehetjik, hogy
b=d-05,ahol deZ".
Most teljesul, hogy
a+c+d=1008 és a>1, ahonnan c+d <1007 .

A feladat feltételeivel ekkor ekvivalens az, hogy d <c, c,d eZ" és c+d <1007.
Mivel 2d <c+d <1007, igy d <503.

Ha d €{1,2,3,...,503}, akkor ce{d,d +1,...,1007 —d}.

A trapézok keresett szdma tehat

503 503 .
> (1007 —d —d +1) = > (1008 - 2d ) =503-1008 - 2- 203504 _ 503504 = 253512.
d=1 d=1
d
c C




X/4. Hatarozd meg mindazokat az a valos szamokat, melyekre az
ax’ +(1-a*)x—a>0
egyenl6tlenség egyetlen X megoldasara sem igaz, hogy |x|> 2.
(Csikos Pajor Gizella, Szabadka, Vajdasag)

Megoldas: Ha egyetlen x megoldasra sem igaz, hogy |x|>2, akkor minden x
megoldésra igaz, hogy |x| <2 vagyis, hogy —2<x<2.
Az ax’+(1-a*)x—a=0 egyenlet a=0 esetén masodfokl, és gyokei az

~1+a’ £(1+a°)
Xz = °a
1. Ha a=0, akkor az x>0 egyenlétlenséget kapjuk, amely halmazban van olyan X
amelyre |x|>2, igy a=0.

. 1
szamok, ahonnan x, =—— és X, =a.
a

2. Ha a>0, akkor a megfeleld parabolanak minimuma van (felfelé nyild) és akkor

pozitiv, amikor x <—= vagy x>a. Mivel barmely a >0 esetén talalhato olyan x a
a

megoldashalmazbol, amelyre |x| >2,igy a>0 sem lehetséges.

3. Ha a<0, akkor a megfeleld parabolanak maximuma van (lefelé nyild) és akkor

pozitiv, amikor a < x < —1. Haaz a<x< 1 feltétel mellett —2<x <2 is érvényes,
a a

akkor a>-2 és —is 2, illetve aé—% kell, hogy teljesuljon.
a

Ezek szerint a keresett a szamokraa —2<a< —% feltétel kell hogy teljesuljon.

X/5. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a valos szamok halmazan:

1 |
2X—57—2-/x—55 ~f-x.
X T 542 Jx 55| -

(Bir6 Balint, Eger, Magyarorszag)

Megoldas: A négyzetgyokos kifejezés akkor értelmezett, ha x>55. Elészor az
egyenletet a kovetkez6 alakra hozzuk:

1
x—54—2~\/x—55+
x—54—2~\/x—55

Vezessilk be az x—54—2-yx—55=a helyettesitést. Az egyenletben szerepld tort
nevezdje miatt nyilvanvald, hogy a = 0. Konnyen belathatd, hogy

a=(1—«/x—55)2,

ez pedig azt jelenti, hogy csak a >0 allhat fenn.
Ezzel a jel6lessel az eredeti egyenlet:

+x—3‘:|1—x|.

a
alakba irhato, amelybdl két lehetséges esetet irhatunk fel:

a+l+x—%:p—4

(A) a+£+x—3:1—x,
a



vagy

(B) a+1+x—3:x—1.
a

Az (A) egyenletbdl a+1:4—2x kovetkezik, ez azonban az x>55 és az a>0
a

feltételek mellett nem teljesiilhet, hiszen az egyenlet két oldalanak el6jele eltérd. Ezért
az (A) egyenletnek nincs megoldéasa.

A (B) egyenletb6l azt kapjuk, hogy a+1:2. Ismeretes a pozitiv szdmokra
a

vonatkoz0 a+=—2>2 nevezetes egyenlOtlenség, amelyben az egyenlGség pontosan
a

akkor teljesul, ha a=1.

2 2
Az a= (1— Jx— 55) Osszefliggés szerint tehat: (1— = 55) =1.
Ez az egyenlGség ismét kétféleképpen lehetséges:

(©) 1-Jx-55=1,
(D) 1-x—-55=-1.

A (C) egyenlet megoldasa x =55, a (D) egyenlet megoldasa pedig x =59.
Egyszerii szamolassal ellendrizhetd, hogy ezek a szamok valoban kielégitik az eredeti
egyenletet, ezért a feladat megoldashalmaza M = {55,59} .

vagy

X/6. Egy konvex négyszdget atloi négy haromszogre bontanak. Ha mind a négy
hiaromszog teriiletének a mértéke egész szam, akkor végzodhet-e 2015-re a négy
tertilet mértékének szorzata? Lehet-e ez a szorzat olyan egész szam, amelynek
utols6 négy jegye 2015, azaz lehet-e t -t,-t;-t,=...2015, ha t,t,,t;,t, jeldli a
haromszogek terlleteinek mértékét?

(Katz Sandor, Bonyhad, Magyarorszag)

Megoldas: Legyenek a négyszdg csucsai A, B,C, D, az atlok metszéspontja pedig E .
Az atlok behlzasaval keletkezett négy haromszog teriilete legyen t, t,, t; és t, .

Az ABE és AED haromszogek magassaga ugyanaz, ezért teriileteik arénya
t :t,=BE:ED. Ugyanigy a CBE és CED haromszogekre megkaphato, hogy
t,:t,=BE:ED. A két egyenldségbdl t, -t, =t, -t, adodik.

(Ezzel belattuk, hogy egy konvex négyszog atloi altal meghatarozott négy haromszog
terllete kozll két-két szemkozti szorzata egyenlo.)

Eszerint a négy haromszog teriiletének szorzata: t,-t, -t;-t, = (; -t3)2 :
Mivel t,t,,t;,t, egész szamok, igy

szorzatuk az el6z6ek szerint négyzetszam.

Viszont ha egy négyzetszam 5-re végzodik, D

akkor utolso el6tti jegye 2, hiszen

(10k +5)° =100k? +100k + 25,

az els6 két tag Osszege két 0-ra, az egesz
0sszeg 25-re végzodik. t;
A négy terllet mértékének szorzata tehat
nem végzddhet 2015-re. A B




