%{/ XXIV.NEMZETKOZI MAGYAR

MATEMATIKAVERSENY
Szabadka, 2015. aprilis 8-12.

SZABADKA 2015 BOLYAI TGK XII. évfolvam

1. A szabélyos hatoldalt csonka gula alapélei a és b (a>b). A csonka gula
oldalfelillete megegyezik az alaplapok teriletének Osszegével. Hatarozd meg a
csonka gula magassagat!

2. Egy 9x9-es négyzetracsba beirtuk a szdmokat 1-t6l 81-ig. Bizonyitsd be, hogy a
szamok barmely elrendezédése mellett van két olyan szomszédos négyzet,
amelyben a szamok kozotti kilénbség legalabb 6. (Szomszédosnak tekintjuk
azokat a négyzeteket, amelyeknek kozos oldaluk van.)

3. Ha a hegyesszdg, akkor bizonyitsd be, hogy teljesul az

(1+_LM1+ 1 )z3+2\/§
SInNa COS o

egyenlotlenség!

4. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet a valés szamok halmazan:

(2x+1) (2x—1)3 +16x" = 2x(4x-1).

5. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a valos szamok halmazan:
s
2x° +\/§+Iog§(2x2 +\/§) =2%42 ¢

X2 +1
—.
(x2+2)
6. Egy 42cm és egy 58cm hosszU szakasz « szog alatt metszi egymast.

Mekkora a szakaszok végpontjaival (mint csucsokkal) alkotott négyszég pontos

tertlete, ha tg o _ 3 ?
2 7

A feladatok kidolgozésara 240 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



A XXIV. NMMV FELADATAINAK MEGOLDASAI — Xll.évfolyam

XI1/1. A szabalyos hatoldalt csonkagula alapélei a és b (a>b). A csonka gula
oldalfelllete megegyezik az alaplapok tertletének 6sszegével. Hatdrozd meg a
csonka gula magassagat!

(Angyal Andor, Szabadka, Vajdasag)

Megoldas: Mivel a csonkagula oldalfeliilete megegyezik az alaplapok terlletének
0sszegével, ezért

2 2
6. {2r0)" =6~af+6~b 3

2 4
ahol h acsonkagula oldalmagassaga. Rendezés utan azt kapjuk, hogy
_ ﬁ a’ +b?
2 a+b

Ha H-val jeloljik a csonkaglla testmagassagat, akkor a Pitagorasz-tétel

alkalmazéasaval a
2
h2 =H 2 + a_s_%
2 2

egyenléséghez jutunk, ahonnan a kovetkez6 modon kapjuk meg a keresett
magassagot:

a3 by3) 3 (28+b?) 3 3 4a%?
H2:h2— INY NV (a_b)z— . .

2 2 ) 4 (a+b) 4 4 (a+by
Gyokvonas utan adddik, hogy H = abf.
a+

XI1/2. Egy 9x9-es négyzetracsba beirtuk a szamokat 1-t6l 81-ig. Bizonyitsd be,
hogy a szamok barmely elrendezddése mellett van két olyan szomszédos négyzet,
amelyben a szamok kozotti kiloénbség legalabb 6. (Szomszédosnak tekintjuk
azokat a négyzeteket, amelyeknek kozos oldaluk van.)

(Béres Zoltan, Szabadka, Vajdasag)

Megoldés: Tekintsiik azt a két négyzetet, amelybe az 1-es és a 81-es van beirva, €s
keressiik a legrovidebb utat a szomszédos négyzeteken keresztiil a két szam kozott.
Figyeljiik meg, hogy ezen az Uton, hany ,,1épéssel” tudunk végigmenni.

1. eset. Az 1-es és a 81-es a két atellenes sarokban van. Ekkor a legrovidebb Gt a két
négyzet kozott 16 1€épésbdl all (8 jobbra és 8 balra), és létezik két ilyen ut is,
amelyeknek nincs k6zds négyzetik.

Ha feltesszlik, hogy nincs 5-nél nagyobb kiilonbség a szomszédos mezdk kozott,
akkor az ut négyzeteibe irt egyetlen lehetséges szamsor az 1,6,11,16,21,...,71,76,81,
ahol a szomszédos szamok kozotti kiilonbség mindig 5. Ekkor a masik Ut, mely ezeket
a szamokat nem tartalmazhatja, sziikségképpen tartalmaz egy 5-6snél nagyobb 1épést,
mivel a masodik szam csak 6-nal kisebb lehet, és a tovabbi lehetd legnagyobb, 5-0s
Iépésekkel sem érheti el a 81-et.

2. eset. Az 1-es és a 81-es nem a két atellenes sarokban van. Ekkor a legrévidebb ut a
két négyzet kdzott rovidebb, mint 16 Iépés. Ha feltessziik, hogy nincs 5-nél nagyobb
kilonbség a szomszédos mezok kozott, akkor legfeljebb 15 1épésbdl az elérhetd
legnagyobb szam a 76, igy nem érhetjik el a 81-et.



XI11/3. Ha a hegyesszog, akkor bizonyitsd be, hogy teljesil az
(1+_LM1+ 1 jz3+2\/§
sina cosa

(Csikos Pajor Gizella, Szabadka, Vajdasag)
Megoldés: Végezzik el a kovetkez6 atalakitasokat, alkalmazva a szamtani és mértani

kozepek kozotti osszefiiggést, valamint azt, hogy |sin x| <1:
[1+ _l }(H ! j:1+[ _l + ! j+ - ! >
sina cosa sina cosa ) sinacosa

2 \/_ 2
ST SR S P S O PO PR
,/smacosa sina cosa JSIHO{COSO{ a/ZSlnacosoc

2 Y :
=1+ >(1+42) =1+242+2=3+22.
) 208)
XI1/4. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a valos szamok halmazén:
(2x+1)\J(2x-1)" +16x* = 2x(4x-1).
(Olosz Ferenc, Szatmarnémeti, Erdély)

egyenlotlenség!

I.Megoldas: Az egyenlet értelmezett, ha x e E : ooj .

Az egyenletet balra rendezziik, majd 1 hozzdadéasaval és kivonaséval a
(2x—1)+(2x +1)(2x—1)\/2x—1+(16x4 —8x° +1) =0, illetve

(V2x1) +(4x¢ ~1)V2x—1+(4x* ~1) =0

alakra hozzuk.
A valds szamok halmazan az a”+ab+b” =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
a=Db=0. Esetiinkben keressiik a v2x—1=0 és 4x*> —1=0 egyenletek kdz6s

(g £ 1
megoldasat és ez XZE'

I1.Megoldas: Az egyenlet értelmezett, ha 2x—-1>0, vagyis XeB,ooj.

Alkalmazzuk az egyenletre a kovetkez6 ekvivalens talakitasokat:
(2x—1)+(2x+1)(2x-1)V2x—1+(16x* -8x* +1) =0,

(2x-1)+(2x+1)(2x-1)V2x—L+(4x* ~1) =0,
(2x=1)+(2x+1)(2x-1)\2x—1+(2x-1)*(2x+1)° =0,
(2x—1)[1+(2x +1)M+(2x—1)(2x +1)2J =0.

Minden XE[%,OO) esetén 1+(2x+1)\/2x—1+(2x—1)(2x+1)221, tehat csak

2x—1=0 lehetséges, azaz x = % .



XI1/5. Oldd meg a kovetkezé egyenletet a valés szamok halmazan:
bia e
2x2 +\E+Iog§(2x2 +\E) =22 .
(x2 + 2)
(Bence Mihaly, Brasso, Erdély)
Megoldas: Mivel nemnegativ értékekre az f(x)=2"+x* fiiggvény szigoruan

monoton névekvo, ezért nemnegativ értékekre injektiv is. Felhasznalva ezt a jel6lést
az adott egyenlet ekvivalens a

f(logz(2x2 +J§)): f[m}

X2 +2

egyenlettel, ahonnan az f fuggveény injektiv tulajdonsaga miatt kovetkezik, hogy

Iog2(2x2 +J§)= I+l

X2 +2
2
Mivel («/x2 +1—1) >0, ahonnan kovetkezik

X2 +1-2x* +1+1>0,
valamint
X2 +2-2x*+1>0,
illetve a
2K +1<XP+2
egyenldtlenség, igy érvényes, hogy
2
x“+1 1, > 1
N SE es Iog2(2x +\/§)2I092\/__§.

X 1

Ebbdl adodik, hogy csak a —; =5 egyenldség lehetséges.

> T
+ N

+
N

Ekvivalens atalakitasokkal megkapjuk, hogy
2N +1=x"+2,

ahonnan négyzetre emelve mindkeét oldalt a

2

4(x* +1)=(x*+2)
egyenlet kovetkezik. Elvégezve a miiveleteket, majd rendezve a kapott kifejezést
adodik, hogy
4% +4=x"+4x* +4,

illetve x* =0, amely egyenlet egyetlen megoldasa x=0.



XI11/6. Egy AB=42cm és egy CD =58 cm hosszli szakasz a szog alatt metszi
egymast az O pontban. Mekkora a szakaszok végpontjaival (mint csucsokkal)

alkotott ACBD négysz0g pontos terllete, ha tudjuk, hogy tg% = g ?

(Gecse Frigyes, Kisvarda, Magyarorszag)

Megoldés: Legyenek E,F,G,H az ACBD négyszog oldalainak felezépontjai.
A megszamozott alakzatok terlletét jeloljuk t-vel, megfelel6 indexszel ellatva. A
keresett t,.pp tertletre fennall a t,pp =t +t, +---+1t; +1,egyenléség. Az EFGH

négyszog paralelogramma, mert egy-egy oldalparja parhuzamos egy megfelel6é adott
szakasszal. Mint haromszdgek kdzépvonalai
EF - ~AB-21cm, HG - CD-29cm.

Tudjuk (ha nem a paralelogrammara, akkor a haromszdgre vonatkozdan), hogy
teran —EH -HG-sina =21-29-sina.
A haromszogek kozépvonalainak és a paralelogramma atldinak tulajdonsagait
felhasznaljva adodik, hogy t, =t; +t,, t, =t; +t,, t, =t +t,, t, =t +t,. Innen
tepoy =0 +L +L+, =t +t+---+1, =21-29-sincr.

Ennélfogva
tacep = 2(t1 +1, +1; +t4) =2-21-29-sinc.
Az ismert
2tgg
Sina = Za
1+tg* =
g 2
képlet alapjan (ha nem ismerjik, vezessik le) adédik, hogy
5 3
: 721
sing=——-=—".
1+i 29
49

Vegiil t,eqp =2-21 29-% =2-21° =882 cm®.
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